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1. Общая характеристика задачи 

Пусть Х-сепарабельное Гильбертово пространство, а ),A( ⋅μ Гауссовская мера на (Х,В(х)). 

В этой статье изучается семейство Гауссовских мер ),A( ⋅μ  со средним значением О и кор-

реляционным оператором А, меняющимся в некотором множестве М. Нас будут интересовать 
условия, при которых существует состоятельный критерий для корреляционных операторов, 

т.е. такая последовательность операторозначных измеримых функций )x(nА , при которой для 

всех операторов MA∈  сходится по мере в некотором смысле к А.  
Для этого необходимо и достаточно чтобы 
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Где Е – единичный параметр (см. [1]-[3]). 

 Как правило, требуется равномерная сходимость этого следа по всем ,M2A,1A ∈
лежащем на некотором «расстоянии» друг от друга, причем это ,,расстояние” в каждом случае 

свое и оно же определяет и характер сходимости последовательности ,)x(nA  к A . Кроме того 

будут рассматриваться только такие семейства М, для которых области значений операторов 

,2/1A  совпадают для всех операторов ,MA ∈ ; 

Замыкание этих областей совпадает с Х и операторы 2/1
2A2/1

1A
−  ограничены. В дальней-

шем рассмотрим методы получения состоятельных критериев с помощью минимизации некото-
рой последовательности квадратических функционалов. Накладываемое на множество М 

условие позволяет представить все ,2/1A  где ,MA ∈  в виде 2/1
0UA2/1A = , где U – ограни-

ченный оператор, имеющий ограниченный обратимый, а Ао – некоторый фиксированный 

oператор из M. Поэтому для оценки оператора А достаточно оценить оператор  . Это оказы-

вается более удобным в силу существующего у него ограниченного обратного оператора. 
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 2. Метод максимума правдоподобия 

 Напомним, что Х сепарабельное гильбертово пространство с σ -алгеброй борелевских 

множеств )(A., a ),x( μΒ  семейство гауссовских мер с нулевыми средними и коррелляцион-

ными операторами MA  ,A ∈  на ( ))x(B,X . 

Выберем последовательность 1nXnX +⊂  конечномерных подпространств так, чтобы 

 nX  было плотно в Х. Положим  

),,nAPnP(),A(n ⋅μ=⋅μ   

 где nP  – оператор проектирования на подпространство nX  ,  

),A(n ⋅μ  – проэкция меры ),A( ⋅μ  на nX . Фиксируем некоторый оператор M1A ∈  и 
похожим  

,
),nA(nd
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Где nP1AnP)n(
1A =  , nPAnP)n(A = . Оператор 

)n(A  обратим в nX  . Введем 

переменную  
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(
*Z - оператор сопряжений с Z ).       (5) 

Обозначим  

{ }MA   ,2/1
1A2/1ZA:ZM

~ ∈==  

 Предположим, что сушествует числовая последовательность 0n   ,0n →γ>γ  при 
∞→n  такая, что  
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(сходимость относительно А равномерная). 

Обозначим через MH  гильбертово пространство, элементами которого служит после-
довательности операторов 

{ },.......'
nw,.......'

2w,'
1wW =  
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Где 
'
nw  – оператор вида kPkCkP  , kC  – оператор в Х, а скалярное произведение в MH  

введено равенством  

{ }{ } 
∞

=
γ=







1k

''
kW'

kWpSkM
,.......''

nw,.......''
2w,''1w,,.......'

nw,.......'
2w,'

1w              (7) 

Норму W обозначим MW . Обозначим через W(A) элемент из MH , опредленный равен-

ством { },.......nW,.......2W,1W)A(W =  , где Wn  указаны выше. Очевидно, функция W(A) 

непрерывная па А. Поэтому множество являющиеся образом М при отображении )(W ⋅ , 

компактно в MH . Легко видеть, что отображение )(W ⋅  взаимно однозначно, поэтому и 
обратное отображение непрерывно. 

Лемма 1. Пусть найдется а<2 такое, что для всех MnA,1A ∈  выполнено неравенство  

a2/1
2A2/1

1A
a

1 ≤−≤ .        (8) 

 Тогда  

1) ;a
2/1)n(

2A
2/1)n(

1A
a

1 ≤
−

≤  

2) ;1nD <δ≤  

3) функция )nW(Hn  определена. 
Доказательство. Докажем условие 1). Очевидно, что (8) можно заменить следующими нера-

венствами:  
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1 ≤≤  Или a
)U,U2A(

)U,U1A(

a

1 ≤≤        (9) 

Для любого U и M2A1A ∈ . Если заменить U  на UnP , то согласно (9) получим  
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Следовательно 
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Полагая V
2/1n

2AU
−

=  из (10) получим требуемое. 
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Теперь докажем условие 2. Из неравенства (10) после замены U , учитывая (3) и (5), 
получим 

[ ] [ ]( ) ).U,U(aUnPnW,UnPnW
a

)U,U( ≤++≤  

Таким образом  

)U,U()U,U(a)U,UnD()U,U(
a

)U,U( −≤≤− . и где   ,nD δ≤
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Очевидно что для 2k 
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И следовательно, должно иметь место соотношения  
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Лемма доказана.  

ТЕОРЕМА 1.  
Пусть выполнены следующие предложения:  

Для всех M2A,1A ∈  

a2/1
2A2/1

1A
a

1 ≤−≤  

 Где a<2; 

1) сушествует числовая последовательность ∞→→γ>γ n при  0n   ,0n  такая, что 

выполнено (6) для всех MA,0A ∈  и +∞→γ )nW(nHn  при ∞→n  равномерно при 

ε≥MW  , какого бы не было 0>ε  ; 

2) M принадлежит некоторому классу 
2C  в норме M⋅  тогда для оператора MA ∈  

существует состоятельный критерии )x(*
nA  в следующем смысле: 

0E)x(2/1
nA2/1

0Ax,0A
n
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 −−μ
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     (11) 

Доказательство. Обозначим )x(
*
nA  тот линейный оператор из М, при котором функционал 

(1) достигает минимума/Функционал (1) отличается от функционала 

)x(
),0A(nd

),A(nd
ln2)x,)n(A,)n(

0A(n ⋅μ
⋅μ

−=Φ      (12) 

на величину, не зависящую от ⋅,nA   
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)x(
),0A(nd

),A(nd
ln2

⋅μ
⋅μ−  

 Значит, (12) также имеет минимум в точке )x(nA . Поэтому , можно использовать функ-

ционал (12) для того, чтобы показать, что )x(nA  – состоятельный критерий для оператора 

M0A ∈  . Учитывая (1)- (5) и функциионал (12), можно записать  
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Где 

]nPnDdet[lnnZdetln2)nZ(nF +−=−= . 

Если использовать разложение в ряд  
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Получим представление 

 )nW(nHnDpS)nZ(nF +−=
                (14) 

Обозначим  
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Тогда из (5), (13) – (15) следует  

).nW(nH)x,nW(n)x,nW(n +ϕ=Φ      (16) 

 Покажем, что E)x(nZ →  при ∞→n  по мере ),0A( ⋅μ . Поскольку 0)x,nW(n =Φ  при 

0nW = , достаточно показать, что +∞→Φ )x,nW(ninf  при ∞→n  по мере ),0A( ⋅μ  при 

M
~

Z,MEZ ∈ε≥− . Кроме того ,constnW ≤ , где .*
nWnWpSnW =  

Очевидно, что 0)x,nW(n0MA =ϕ  и из (5) и(15) следует что  
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И  
'*''''*'

nnnn WWWW − = )()( '*''*'''*'''
nnnnnn WWWWWW −+−  

Учитывая (17) получем следующую оценку:  

[ ]{ } 2'''2'''2'' ),(),(
Mnnnnnnnnnn WWconstWWconstxWxWM −≤−≤− γϕϕγ

              
 (18) 

Функционал (16) можно записать так: 

 (19) 
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Теория доказана. 
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რეზიუმე 
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Состоятельные критерии проверки гипотез для  
статистических структур Гаусса 

Зеракидзе З., Кириа Д., Кириа Т., Чаниа М. 

Реферат 

В труде доказаны необходимые и достаточные условия о существовании состоятельныех 
критериев проверки гипотез для статистических структур Гаусса. 
 
 
 

A consistent criteria for Gaussian Statistical structure 

Zerakidze Z., Kiria J., Kiria T., Chania M. 

Abstract 

In the paper we prove necessary and sufficient conditions for existence of Gaussian statistical 
structure.  


